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First dynamic boundary problem of the elasticity theory for three-layered plate 
The three-dimensional dynamic problem for orthotropic three-layered plate of symmetric shape is solved. It is 
assumed that the values of components of stress tensors, harmonically changing during the time, are given on front 
surfaces. There is a full contact between layers. The general asymptotical solution is obtained. It is shown that if 
external interactions are polynomials of tangential coordinates then the solution will be mathematically exact. The 
illustrativ eexample is discussed.  

Զաքարյան Տ.Վ. 
Առաձգականության տեսության առաջին դինամիկական եզրային խնդիրը եռաշերտ սալի 

համար 
Լուծված է առաձգականության տեսության տարածական դինամիկական խնդիր սիմետրիկ 

շերտերից բաղկացած եռաշերտ օրթոտրոպ սալի համար: Փաթեթի դիմային մակերևույթների վրա 
տրված են լարման թենզորի համապատասխան բաղադրիչները, որոնք ըստ ժամանակի փոփոխվում 
են հարմոնիկորեն: Շերտերի միջև կոնտակտը լրիվ է: Ստացված է ընդհանուր ասիմպտոտիկական 
լուծումը: Ցույց է տրված, որ երբ արտաքին ազդեցությունները հանդիսանում են տանգենցիալ 
կոորդինատների նկատմամբ բազմանդամներ, ներքին խնդրի լուծումը դառնում է մաթեմատիկորեն 
ճշգրիտ: Արտածված են ռեզոնանսի առաջացման պայմանները: Բերված է բնութագրիչ օրինակ: 

Решена трёхмерная динамическая задача для ортотропной трёхслойной пластинки симметричной 
структуры. Считается, что на лицевых поверхностях пакета заданы значения соответствующих компонент 
тензора напряжений, которые изменяются во времени гармонически. Контакт между слоями полный. 
Получено общее асимптотическое решение. Показано, что если внешние воздействия являются 
многочленами от тангенциальных координат, решение становится математически точным. Приведён 
иллюстрационный пример. 

Введение. Для решения плоских и пространственных статических и динамических 
задач балок-полоси пластин оказался эффективным асимптотический метод решения 
сингулярно возмущённых дифференциальных уравнений. Решению статических 
плоских и пространственных задач однослойных и многослойных балок и пластин 
посвящены монографии [1,2]. Некоторые классы задач о вынужденных колебаниях 
однослойных и многослойных пластин решены в [3-5]. Первая динамическая краевая 
задача для изотропной полосы решена в [6], а для ортотропной полосы – в [7]. Первая 
динамическая пространственная краевая задача, для прямоугольной пластинки решена 
в [8]. В данной работе решена та же задача для трёхслойной пластинки симметричной 
структуры. 

                                                            
1 Работа доложена на Международной школе-конференции молодых учёных, 3-7 октября, 2016, 
Цахкадзор, Армения. 
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1.Основные уравнения и постановка краевой задачи. Имеем трёхслойную 
пластинку, занимающую область   , , : 0 , 0 ,D x y z x a y b      

 1 1,h h z h h     12( ) , min( , )h h H l l a b    (фиг.1). 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Фиг. 1 
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при соотношениях упругости (обобщённый закон Гука) 
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и следующих граничных условиях на лицевых поверхностях пластинки: 
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где  – частота внешнего воздействия, и условиях полного контакта между слоями  
( , , , ) ( , , , ), ( , , , ) ( , , , ),
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2. Асимптотическое решение задачи. Решение сформулированной задачи будем 
искать в виде  
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Перейдя в динамических уравнениях и соотношениях упругости к безразмерным 
координатам и перемещениям: 

/ , / , / ,x l y l z H      / , / , / ,x y zU u l V u l W u l      (2.2) 
и подставив (2.2) в эти преобразованные уравнения, получим сингулярно возмущён-
ную малым параметром h l   систему, решение которой складывается из решений 

внутренней задачи int( )I  и пограничного слоя ( )bI . Решение внутренней задачи 
будем искать в виде  
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Подставив (2.3) в эту систему и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях 
 , получим непротиворечивую систему для определения величин 
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Из этой системы все напряжения можно выразить через перемещения по формулам: 
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Решениями уравнений (2.6)-(2.8) являются: 
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где ( ) ( ) ( ), ,k s k s k sU V W    – частные решения этих уравнений. 
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Удовлетворив условиям (1.3)-(1.6) и решив соответствующую алгебраическую 
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I

II

III II II II II

C B C C d B C B C
B m

C m d d m b d d
g

bC d B C B C
m

    

   

  

 (2.12) 

    
 

(s) (s) (s) (s) (s) (s) (s) (s)
3 2 4 4 3 3 17 14 4 2 11 8

3 3

(s) (s) (s) (s) (s) 0 (s) 0 (s)
3 5 4 4 4 14 4 3 3 4

3 4

1 1( ), ,
2

1 1( ), ,

I I I II
I

III I III I II II II II
I

C d B C C m d d m b d d
B g

C d B C C d B C B C
B m

     

    
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    (s) (s) (s) (s) (s)
4 3 17 14 4 2 11 8

4

1 ,
2

IIC m d d m b d d
g

     

 (s) (s) 0 (s) 0 (s)2
4 11 3 3 4 4

3

,III II II II IIbC d B C B C
m

    

    
 

    

(s) (s) (s) (s) (s) (s) (s) (s)
5 3 6 6 5 5 18 15 6 3 12 9

5 5

(s) (s) (s) (s) (s) 0 (s) 0 (s)
5 6 6 6 6 15 6 5 5 6

5 6

(s) (s) (s) (s) (s)
6 5 18 15 6 3 12 9

6

6

1 1(d ), ,
2

1 1(d ), ,

1 ,
2

I I I II
I

III I III I II II II II
I

II

III

C B C C m d d m b d d
B g

C B C C d B C B C
B m

C m d d m b d d
g

C

     

    

   

 (s) (s) 0 (s) 0 (s)3
12 5 5 6 6

5

,II II II IIb d B C B C
m

  

 

где 

1 1 0 1 1 0
1 2

1 1 1 1

55 44 11
1 2 3

55 44 11

sin ( ) cos ( ), ,
cos cos

, , ,

I I

I I

I II I II II II I

II I II I I I II

m m

a a Ab b b
a a A

     
 

   

   
  

   

 

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
1 1

2 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
1 1

1 (b 1)cos( ( ) ) (b 1)cos( ( ) ) ,
2cos

1 (b 1)sin( ( ) ) (b 1)sin( ( ) ) ,
2cos

I I II I II I
I

I I II I II I
I

g

g

                   

                  

 

1 3 1 2 1 2 2 4 1 2 1 2 1 3 1 2 2 4 1 2

1 5 1 3 1 3 2 6 1 3 1 3 1 5 1 3 2 6 1 3

(g ,g ; , ; , ), (g ,g ; , ; , ), ( , ; , ), ( , ; , ),
(g ,g ; , ; , ), (g ,g ; , ; , ), ( , ; , ), ( , ; , ),

i i i i i i i i

i i i i i i i i

b b b b m m m m
b b b b m m m m

       

       
 

0 0
1 1 1 2 1 1 1 1 0 2 1 0

0 0
3 2 1 4 2 1 3 2 0 4 2 0

0 0
5 3 1 6 3 1 5 3 0 6 3 0

cos , sin , cos , sin ,
cos , sin , cos , sin , I, II,
cos , sin , cos , sin ,

I I I I i i i i

I I I I i i i i

I I I I i i i i

B B B B
B B B B i
B B B B

           

            

           

 (2.13) 
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3 33 1 4 55 13 1

11

1 1( , , ) , ( , , ) ,
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I I I I I I
xz yz

I
I I I III

zz xzI I

d a f d a f

d f d a f
A

 

 

 

 

             
 


             
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   (s) (s) (s) (s)
5 44 23 1 6 33 1
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0
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A
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
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,
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I d
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0
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3

, ,

, ,

,

I I
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I
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I
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B B
B Bd W W d d U U d
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Bd V V d d W W
B

   

   

   

     
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6

5

,
I

I

B d
B
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Решение будет конечным,  если 0, 0, 0, 1,2,3,...,6i i iB m g i    . Если же  
какое-либо из этих величин обращается в ноль, то будет возникать резонанс. 
Решение внутренней задачи становится математически точным, если входящие в 
граничные условия (1.3), (1.4) функции являются многочленами. В качестве 
иллюстрации приведём решение, соответствующее условиям: 

1 1 1 2( ) Z const, ( ) Z const,
0, 0, 0, 0,

zz zz

xz yz xz yz

   

   

         

       
           (2.14) 
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 
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(0) (0) 0 (0) 0 (0)
6 15 6 5 5 6

6

(0) (0) 0 (0) 0 (0) , ,3
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1 ,

,

I
II I I II
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C d B C B C
m
bC d B C B C C
m



  

           

         

  
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 (2.15) 
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1 (0) 1 (0) 1 (0)
11 22 33

exp

exp exp

0, 0, 0, 0, 0, ( t),
( t), exp( t), ( t),

k k k k k k k

k k k k k k
xx yy zz

u v w lW i
i i i  

         

              
 

Заключение. Решена пространственная первая динамическая краевая задача теории 
упругости для трёхслойной ортотропной пластинки симметричной структуры. 
Асимптотическим методом построен итерационный процесс для определения 
компонент тензора напряжений и вектора перемещения во внутренней задаче. 
Показано, что если внешнее воздействие есть многочлен по тангенциальным 
координатам, то итерационный процесс обрывается и получается математически 
точное решение внутренней задачи. Приведён иллюстрационный пример. 
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